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Sur Ie N ombre Domatique du n-Cube et U ne Conjecture de Zelinka 
JEAN-MARIE LABORDE 
Recently Zelinka [6) proved that d(fln)' the domatic number of the n-cube, is for n equal2P - I 
or n equal2P , exactly 2P• We show here how d(fln) can be determined for the preceding values, in 
a very simple way. We then disprove a conjecture by Zelinka and replace it by another closely related 
to a former one, involving the domination number of the n-cube. 
1. DEFINITIONS 
Le nombre domatique d(G) d'un graphe G est defini [1], comme Ie nombre maximum 
d'absorbants realisant une partition de son ensemble de sommets V(G). Rappe10ns que 
A c V(G) est absorbant (ou dominant) ssi 
"Ix E V(G) - A 3y E A xy E E(G). 
II est facile de voir que d(G) est encore Ie nombre maximum de couleurs permettant de 
colorier les sommets du graphe de telle fa~on que tout sommet soit adjacent a des sommets 
portant dans leur ensemble, toutes les couleurs, sauf une peut-etre, la sienne. 
On note par {3(G) Ie nombre d'absorption d'un graphe G, c'est-a-dire Ie plus petit cardinal 
d'un absorbant de G. 
Comme d'ordinaire Ie n-cube fln est Ie graphe simple ayant pour ensemble de sommets, 
l'ensemble des suites de longueur n sur {O, I} et ou deux d'entre el1es sont reunies par une 
arete si et seulement si les deux suites correspondantes different exactement en une position. 
Dans Ie cas du n-cube on montre facilement 
o 
o 
2 2 
2 
o o 
et 
2. PROBLEME ET CONJECTURES 
Si G est connexe on a evidemment 2 ~ d(G) ~ A(G) + 1. 
La premiere inegalite provient de ce que si l'on part d'un absorbant [par exemple V(G)] 
on obtient par suppression de sommets un absorbant minimal, dont Ie compIementaire 
('# 0 si G est connexe) est aussi un absorbant. 
La deuxieme inegalite tient a ce que tout point absorbe au plus A(G) + 1 points, d'ou 
Ie cardinal d'un absorbant est au moins IV(G)I/(A(G) + 1); Ie nombre d'absorbants dans 
une partition est alors majore par A(G) + 1. 
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QUE DIRE DE d (f2n)? 
Tout d'abord, f2n etant regulier, la borne superieure ne peut etre atteinte que si n + 
divise Ie nombre des sommets c'est a dire 2n, soit si n est de la forme 2P - 1. D'autre part 
en juxtaposant deux absorbants on prouve immediatement d(f2n) ~ d(f2n+I)' 
Zelinka [6] a demontre d(f22p _ l ) = d(f22P) = 2P • 
II est possible de prouver cette double egalite en remarquant que pour n = 2P - 1 un 
code parfait, par exemple un code de Hamming [2], constitue un absorbant parfait (c. -a-d. 
dans lequel chaque point est absorbe une fois et une seule) [5] et qu'un tel absorbant, avec 
les n autres obtenus par translation Ie long de chacune des n directions du n-cube, con-
stituent une partition de cardinal n + I. Pour n = 2P , n + I ne divisant pas 2n , on a 
d(!in) < n + I, d'ou par monotonie d(!in) = n. 
Zelinka propose la conjecture d(f2n) = n sauf pour n de la forme 2P - 1. Cette con-
jecture est verifiee pour n ~ 4, mais d(f2s) = 4 < 5; en eifet, P(f2s) = 7 [5], d'ou 
d(!is) ~ 32/7, et finalement d(f2s) = 4, puisque 4 = d(!i4 ) ~ d(!is). 
En remplacement de la conjecture prec6dente on peut proposer: 
d(f2n) - n au voisinage de n infini. (CI) 
Cette derniere conjecture peut etre rapprochee d'une autre [3], plus ancienne, concernant 
Ie nombre d'absorption du n-cube: 
P(!in) - 2n/n au voisinage de n infini. (C2) 
PROPOSITION CI => C2. 
En eifet, soit une partition du n-cube en d(f2n) absorbants. Chacun d'eux contient au 
moins 2n/(n + I) points, en particulier Ie plus petit, de cardinal bn ;;:: P(f2n)' Ainsi 
d(f2n) x 2n/(n + I) ~ d(f2n) x bn ~ 2n 
d'ou, en divisant par 2n, lim d (f2n)/n = 1 implique lim n x bn/2n = I, et finalement C2. 
3. REMARQUES 
De P(f26) = 12 [5] on deduit d(.?2.6) ~ 64/12, d'ou 4 ~ d(.?2.6) ~ 5, sans que 1'0n sache 
queUe egalite a lieu. 
II est possible, 'graphiquement', de prouver simplement l'existence d'absorbants parfaits 
[3]. On raisonne par recurrence sur Ie p de n = 2P - 1. Pour p = 0, !in est reduit a un point 
qui constitue un absorbant convenable. 
Pour p ;;:: 0 considerons main tenant un absorbant A de !i2P -I et decomposons !i2P+ I - I 
selon .?2.2P -I X .?2.2P -I X !i l • Dne partition de f2 2P -I en 2P absorbants, obtenue par exemple 
par translation de A dans les 2P - I directions de !i2P -I' peut etre interpretee comme une 
coloration de .?2.2P - I' dans laquelle chaque absorbant reyoit une couleur parmi 0, 1, 
2, ... , 2P - I et satisfaisant la condition precisee en I. De cette coloration on peut 
deduire, de la fayon suivante, une coloration de ceux des points de !i2P_I x f21 = !i2P ' qui 
sont situes a distance paire de son origine: on reporte la couleur de ceux des points de !i2P -I' 
identifie ici a .?2.2P _I x {O}, situes a distance impaire de 1'0rigine, sur leurs homologues de 
!i2P_I x {I} et dans la direction representee par .Pl I. Disposons alors en chaque point de !i2P' 
un exemplaire de f2 2P -I portant dans Ie cas ou Ie point est colorie, supposons Ie alors de la 
couleur i, l'absorbant initial A si i = 0, ou, sinon, son translate dans la ieme direction. Les 
points de .Pl2P + 1 _ 1 sont alors to us absorbes une fois et une seule: c'est evident pour un point 
d'un .Pl2P _1 portant un absorbant et, grace a la propriete des colorations choisies, chacun des 
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Construction d 'un absorbant parfait de!27 = !2j X !24 
autres se trouve absorbe exactement par l'un des points d'un absorb ant porte par l'un des 
f22P - I voisins. 
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